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CONCEITOS INICIAIS DE ESTATISTICA :
P> PROBABILIDADE / VARIAVEL ALEATORIA CONTINUA
CURSO : ADMINISTRACAO

PERIODO : 4°

FACULDADE

1) INTRODUCAO :

Como sabemos, uma variavel aleatoria é continusess valores sdo dados em intervalos. Por isso, 0
calculo de probabilidades relativas a essas vasidwaplicam em fun¢des continuas e, na maioria das
vezes, funcbes desconhecidas ou analiticamentewspreis. Entretanto, muitas das variaveis arddisa

na maioria das pesquisas socioecondmicas corresporad fungbes conhecidas ou se aproximam
razoavelmente delas. No caso das anéalises com ras\psbcessadas e expressas convenientemente por
distribuicbes e histogramas, é elementar o caldelgrobabilidades que se referem aos limites das
classes de variaveis, porém as probabilidadesioaktas a variaveis entre os limites das classes
requerem o emprego de modelos auxiliares.

Exemplo ilustrativo 1 : A distribuicdo a seguir, registra o pre¢o de 10#kagro mercado.

[ PRECOS (US$) f f R K
1 [2,4] 3 3% 3 3%
2 [4, 6] 8 8% 11 11%
3 [6, 8] 15 15% 26 26%
4 [8,10] 20 20% 46 46%
5 [10, 12] 24 24% 70 70%
6 [12, 14] 14 14% 84 84%
7 [14 , 16] 10 10% 94 94%
8 [16, 18] 6 6% 100 100%
TOTAIS » 100 100%
Consultando a distribuicéo, é possivel calculanralgs probabilidades como:
F
— Probabilidade do preco de uma acao ser infertodélares—= 1OC = % =F, =11% ;
. ~ o 12 fo+f, +f; 30
— Probabilidade do preco de uma acao ser no mirighddlares: = 10¢ =30%;
. ~ . fo+f,+f, 44
- Probabilidade do preco de uma acao ser de 1@lalafes: 100 = 100 =44%;

No caso mais geral do calculo de probabilidade cariaveis aleatorias continuas, emprega-se modelos
expressos por fungbes mateméticas denominadasncdes Densidade de Probabilidad€ada
probabilidade de um intervalo a < X < b corresmoadirea sob a curva representativa da funcdo nesse
intervalo. A area total sob a curva é 1.
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2) DISTRIBUICAO NORMAL — CURVA NORMAL :

Dos modelos de distribuicdo usados para variaviEat@ias continuas, o mais adotado é c
Distribuicdo Normal deduzida em 1753 f De Moivre, redescoberta por Laplace em 1774 e @urs€
em 1809. Por isso, sua curva, em forma de sinonBecida com Curva de Gaus. Essa funcéo é dada
por

)= —g A o)

o2

em que:

-0 < X<o00

1 = média da distribuicdo

o = desvio padréo da distribuicao
T =3,1416...

e=2,7182...

O fato é que a area sob o grafico da funcéo acimpéida em calcular a integral dessa funcéo novatel
do qual se quer a probabilidade, ou :

_x-u
1 ez(a

P(a<x<b):_[: T

Como essa integral ndo pode ser analiticamenteladk, resolv-se o problema com uma transforma

de variaveis que conduz a chamastribuicdoNormal PadronizadaA transformacao citada conside

X -

'—’LI = Zi
o

dada por

, €em que a média de Z é zero e sua variancia € agbhaEntdo, a funcdo densidade de

- 22

1

f(Z) =Ee

N -

em que:

-0 < X<o00
1(@)=0
o2)=1

T =3,1416...
e=2,7182...



e seu gréfico é:
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Para se calcular a probabilidade de um intervalXea< kt , fazse P(a<X <b)=P;<Z<2) em que

Z; = a-H e 4= b-u . Com esses valores, -se uma tabela de distribuicdo padronizada cor
o o

que se segue:

e

. L5 7 | '8 | &5

0,0000 | 0,0040 | 0,0080 | 0,0120 | 0,0160 | 0,0199 0,0239 | 0,0279 | 0,0319 | 0,0359
0398 0438 -0478 0517 0557 05396 0636 0675 0714 0754
0793 0832 0871 0910 0948 0987 1026 1064 1103 1141
1179 1217 1255 1293 1331 1368 1406 1443 1480 1517
1554 1591 1628 1664 1700 1736 1772 1808 1844 1879

1915 1950 1985 2019 2054 2088 2123 2157 2190 2224
2258 2291 2324 2357 2389 2422 2454 2486 2518 2549
2580 2612 2642 2673 2704 2734 2764 2794 2823 2852
2881 2910 2939 2967 2996 3023 3051 3078 3106 3133
3159 3186 | 3212 3238 3264 3289 3315 3340 3365 3389

3413 3438 3461 3485 3508 3531 3554 3577 3599 3621
3643 3665 3686 3708 3729 3748 3770 3790 3810 3830
3849 3869 3888 3907 3925 3944 3962 3980 3997 4015
4032 4049 4066 4082 4099 4115 4131 4147 4162 4177
4192 4207 4222 4236 4251 4265 4279 4292 4306 4319

4332 4345 4357 4370 4382 4394 4406 4418 4429 4441
4452 | 4463 4474 4484 4495 4505 4515 4525 4535 4545
4554 4564 4573 4582 4591 4599 4608 4616 4625 4633
4641 4649 4656 4664 4671 4678 4686 4693 4699 4706
4713 4719 4726 4732 4738 4744 4750 4756 4761 4767

4772 4778 4783 4788 4793 4798 4803 | = 4808 4812 4817
4821 4826 4830 4834 4838 4842 4846 4850 4854 4857
4861 4864 4868 4871 4875 4878 4881 4884 4887 4890
4893 4896 4898 4901 4904 4906 4909 4911 4913 4916
4918 4920 4922 4925 4927 4929 4931 4932 4934 4936

4938 4940 4941 4943 4945 4946 4948 4949 4951 4952
4953 4955 4956 4957 4959 4960 4961 4962 4963 4964
4965 4966 4967 4968 4969 4970 4971 4972 4973 4974
4974 4875 4976 4977 4977 4978 4979 4979 4980 4981
4981 4982 4982 4983 4984 4984 4985 4985 4986 4986

4987 4987 4987 4988 4988 4989 4989 4989 4990 4990
4980 4991 4991 . 4991 4992 4992 4992 4992 4993 ‘4993
4993 4993 4994 4994 4994 4994 4994 4995 4995 4995
4995 4985 4995 4996 4996 4996 4996 4996 4996 4997
4997 4997 4997 4997 4997 4997 4997 4997 4997 4998

4998 4998 4998 4998 4998 4998 4998 4998 4998 4998
4998 4998 4989 49899 4999 4999 4999 4989 4999 4899
4999 4999 | - 4999 4989 4999 4999 4999 4999 4999 ;| 4999
4999 4899 4999 4999 4989 4999 4999 4999 4989 4999
0,5000 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000 0,5000 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000
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Exemplo ilustrativo 2 : Uma maquina produz parafusos com diametros cujaan®&@ cm e o desvi
padréo € 0,04 cm. Qual é a probabilidade de esgain@@produzir um parafuso com diametro entre
2,05cm?

Resolucao
A probabilidade pedida € P(2 < X < 2,05). No graficesa probabilidade corresponde a ai

hachurada:

2-2 2,05-2
—=0 e z=
0,04 0,04
Procuremos na tabela anterior: Na primeira colurencontramos o valor 1,2 e na primeira linl
encontramos o0 5, que é o ultimo algarismo do nunie®%. Na intersecdo da linha com a colt

encontrada, achamos o valor 0,3944 e P(2 < XG52=P(0 <Z <1,25). =0,3944 ou 39,44

Entdo, temos quez, = =125= P(2 < X < 205) = P(0 < Z < 1,2t

Exemplo ilustrativo 3 : Suponhamos que a transformacdo na variavel z sger@maecessidade
calcular P(3,25 < Z < 0). Essa probabilidade equivale a aeehirada no grafico abai:

=126 6

Resolucaa
J& vimos que P(0 < Z < 1,25). = 0,3944. Pela sin@etta curva temos: F1,25<Z2<0)=P0<Z<

1,25)= 0,3944 ou 39,44%.

Exemplo ilustrativo 4 : Uma micro perfuratriz cirtrgica faz furos tais cuenédia dos diametré 2,01
mm e o desvio padréao € 0,02 mm. Qual € a probal#idle essa maquina fazer um furo entre 2,00(
e 2,0396 mm ?

Resolucao

~ 2,00-2,01
Temos que P(2,000 < X < 2,0396 P(z1 < z < z). Entéo, z, :W =-05. Do mesmo modo,
temosz, = 20396 2,01_ 148, de acordo com o grafico abai:

0,02

-0,50 1,48

P(2,000 < X < 2,0396) = P@,5<z<1,48)=P(-0,5 <z <0) + P(0 < z<1,48). Consultandc tabela
anterior, temos P(2,000 < X < 2,0396)= 0,19- 0,4306=0,6221 ou 62,21%.
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Exemplo ilustrativo 5 : Considere o tempo, em minutos, que um mergulhaglsegue ficar submer:
sem equipamento de respiracdo. Um levantamento éein um grupo de mergulhadores calculc
média desses tempos : achou 4,4 minutos, com uwmiodaesdrao de 3 minutos. Qual é, re grupo, a
probabilidade de um mergulhador ficar submersceeh8 e 8,09 minuto

Resolucaa
Temos que P(6,8 < X <8,09) =l <z < 2). Entdo, z, = 6’8'4’4: 08min. Do mesmo modo, tem
z,= &344 =123, de acordo com o grafico abai:

74

?
7

00,81,23

P(6,8 < X < 8,09) = P(0,8 <z < 1,9= P(0 < z < 1,23) -P(0 < z < 0,8)= 0,390% 0,2881= 0,1026 ou
10,26%.

Exemplo ilustrativo 6 : Uma clinica de exames laboratoriais entrevistougoapo dt¢ 42 pacientes sob
jejum, colheu amostra de sangue desses paciemeslie@ a concentracido de glicose em todos ele
resultado é dado pela distribuicédo abe

i | Glicose (mg/dl fi X fi Xi (x, - X)?| fi(x, - X)?

1 [70, 75] 6 | 72,5| 4350 162,31 973,8t

2 [75, 80[ 7 | 775| 5425 59,91 419,3¢

3 [80, 85] 7 |825| 5775 0,018 0,12

4 [85, 90] 8 | 87,5| 700,0 511 40,8¢

5 [90, 95] 8 |92,5| 740,0 52,71 421 ,6¢

6 [95, 100] 6 | 97,5| 585,0 150,31 901,8t
TOTAIS » 42 3.580,0 2.757,6

Calcule:

a) A média da distribui¢do, sua variancia e depuidrao

b) A probabilidade de encontrar nesse grupo deeptes alguém com uma concentracao de glicose

96,4 e 98,5 mg/dI.

c) A probabilidade de encontrar nesse grupo deeptes alguém com uma concentracdo de gli

superior a 96 mg/dl.

d) A probabilidade de encontrar nesse grupo deeptes alguém com umioncentracdo de glicose

inferior a 87 mg/dl.

Resolucaa
3,580

a) Pela distribuicdo, temos quﬁzw =8524mg/dl, s* = %’ = 67,26 e s=8,2mg/

96,4-8524
it i

b) P(96,4 < X < 98,5)= FE
82

na pagina seguinte)

98,5-85,2
7I<—mM

82
- P(0 < z < 1,36)= Tabela= P(96,4 < X < 98,5)=0,447~ 0,4131=0,0343 ou 3,43 (Veja o grafico

4j: P(1,36 <z <1,62) =P(0<z<1,62-
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c) P(X > 96) = F{z > %5'24): P(z > 1,31) = P(z > 0) -P(0 < z < 1,31) = 0,5 0,4049=0,0951

ou 9,51%. (Veja o grafico abaixo)

Graficodo item b Gréfico do item ¢

et e s

% 456 1,62

= B e S o0 T
X

d) P(X < 75) = F{z < %5'24): P(z < 0,214) = P(z < 0) + P(0 < z < 0,214)

=0,5+0,0832 = 0,5832 ou 58,32 (Veja o grafico abaixo)

Grafico do item

X 021

Exercicios propostos :

1) Os salarios semanais dos operarios industriaislisfiibuidos normalmente em torno da média de
500,00, com desvio padrao de R$ 40,00. Calculebapilidade de um operério ter um salario sem
situado entre R$ 490,00 e R$ 520

2) Um teste de selecao para administradores candidatagas numa empresa tem distribuicdo no
com meédia 100 e desvio padrdo 10. Determine a pilatede de um administrador submetido a ¢
teste ter nota

a) maior do que 120;

b) maior do que 80;

c) entre 85 e 15;

d) maior do que 100.

3) Os pesos de 600 estudantes sdo normalmente didtrsbcom média 65,3 kg e desvio padréao 5.t
Determine o numero de estudantes que p

a) entre 60 e 70 kg;

b) mais que 63,2 kg;

C) menos que 68 Kkg.
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4) A duracdo de um certo componente eletrénico temianéel 850 dias e desvio padrdo de 40 dias.
Sabendo que a duracdo € normalmente distribuiltalea probabilidade de esse componente durar

a) entre 700 e 1.000 dias;

b) mais de 800 dias;

¢) menos de 750 dias.

5) Uma fabrica de pneus fez um teste para medir cadesgle seus pneus e verificou que ele obedecia a
uma distribuicdo normal de média 48.000 km e depaurdo de 2.000 km. Calcular a probabilidade de
um pneu escolhido ao acaso

a) durar mais que 46.000 km;

b) durar entre 45.000 e 50.000 km.

6) Uma variavel aleatdria continua X pode ser desastim: X = N§&;0?)), em quex ¢ a média er®

€ a variancia. Seja X a variavel continua, tal que (12 ; 25). Qual é a probabilidade de uma
observagéo ao acaso

a) ser menor do que -37?

b)cair entre -1 e 15?

1+4/5
2

7) O nimero

, aproximadamente igual a 1,618 , é conhecido ddtmero de ouropois, segundo

a concepcédo do classicismo grego, tem sua origedivigiio de um todo em duas partes, tais que a
menor caiba na maior o mesmo numero de vezes gaea&ba no todo. Constata-se a presenca deste
namero na morfologia dos seres vivos. Um exemmealé a razao entre o comprimento total das duas
primeiras falanges de um dedo humano e o compromdetterceira falange do mesmo dedo. Suponha
qgue um pesquisador, depois de examinar uma amdstrama populacdo, concluiu que essa razao
oscilava em torno da média 1,618, com desvio paidida 0,4, numa distribuicdo normal. Determine a
probabilidade de um individuo dessa populacédo eptasuma razao

a) compreendida entre 1,5 e 2,3;

b) inferior a 1,5;

Cc) superior a 1,62;

8) Sobre a proporcéo de ouro nas falanges do dedprei@ssor resolveu usar a sua turma de 42 alunos
como amostra. Para fazer a coleta de dados, elelm&ededos de todos da turma e calculou a razée en
as falanges. Os resultados das proporcdes coregagatio ordenadas na tabela abaixo:

1,25 1,27 1,28 1,28 291 1,30 1,32
1,33 1,33 1,35 1,36 ,361 1,37 1,38
1,38 1,38 1,39 1,40 421 1,44 1,44
1,47 1,52 1,54 1,57 ,621 1,63 1,63
1,63 1,64 1,64 1,64 ,65L 1,65 1,66
1,66 1,67 1,68 1,68 1,69 1,71 1,72

a) Construa uma distribuicdo com classes de mesmatadgho formato abaixo:
i RAZAO f, Xu f. X (v - X )° fi. Ou-X%)°

TOTAIS -




b) Calcule a média, a variancia e o desvio padraastiabaiicao.

c) Supondo a distribuicdo normal, calcule a probaddalde uma razéao ser
1°) compreendida entre 1,59 e 1,62;
2°) menor do que 1,60;
3°) maior do que 1,55.

3) DISTRIBUICAO NORMAL — Efeitos do Desvio Padréo:

E desejavel que a probabilidade de uma variaveleXepca ao intervalo limitado pqr+o, de
preferéncia, ou aos intervalpst 2o e 4 +30 . Verifiguemos essas possibilidades:

a) Para(u — o) <X<(u + o) ,temos, pela distribuicdo normal padronizada:

Wooru o7 WHIH . 1 <7< 1, cuja representacdo grafica seriaccom primeira figura

(o2

. (o2
abaixo.

£

-
==
—
—1
—
=
=
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-1 0§

Consultando a tabela de Distribuicdo normal padexta, temos para 0 <z < 1, P(Z) = 0,3413. Como a
area correspondente ao intervalo -1 < Z < 1 € oaddé P(2), temos P(-1 < Z < 1) = 0,6826 = 68,26%.

b) Para(u — 20) <X<(u + 20) ,temos, pela distribuicdo normal padronizada:

—20)— +20)— . ~ /o . .
%’ <Z <%’ = -2 < Z < 2, cuja representacdo gréafica seria comsegunda figura
acima.

Consultando a tabela de Distribuicdo normal padexa, temos para 0 <z < 2, P(Z2) = 0,4772. Como a
area correspondente ao intervalo -2 < Z < 2 é oaddé P(2), temos P(-2 < Z < 2) = 0,9544 = 95,44%.

b) Para(u — 30) <X<(u + 30) , temos, pela distribuicdo normal padronizada:

(u—30)—u <7 <(#+35)—/1
o o

acima.

= -3 < Z < 3, cuja representacdo grafica seria comaegunda figura

Consultando a tabela de Distribuicdo normal padexa, temos para 0 < z < 3, P(Z2) = 0,4987. Como a
area correspondente ao intervalo -3 < Z < 3 é oaddé P(Z), temos P(-3 < Z < 3) = 0,9974 = 99,74%.

Entdo, as probabilidades obtidas ndo dependem aloses da média) e do desvio padréo). Esses
valores apenas determinam se a curvpladicurtica (se a dispersdo medida porfor grande) ou
leptocurtica(se a dispersdo medida mofor pequena).



4) DISTRIBUICAO NORMAL — Combinacéo Linear de Distribuicdes Normais Independentes

A combinacéo linear de duas distribuices normradspendentes é também uma distribuicdo normal, ou
seja, se X, Y e Z sdo variaveis aleatérias coairmom distribuicdo normal, entdo W = aX + bY +c,
com a, b e c constantes, serd uma distribuicdoaldainque

Uy =a.uy + b.uy+ ¢ e oy = a’cf + b0

Exemplo ilustrativo 7 :

Os gastos mensais de um restaurante com bebidasdeeuma distribuicdo normal, sdo expressos por
Ng (12.400 , 4.440.000) e os gastos com comida, sieguma distribuicdo normal, sdo expressos por
Nc =(32.200, 2.110.000). Qual é a probabilidada despesa total com esses itens ser

a) menor do que 37.000 reais?

b) compreendida entre 35.000 e 38.000 reais?

c) superior a 42.000 reais?

Resolucaa

Aqui, temos N = pA+ Nc ou N =Nz (12.400, 4.440.000) + = (32.200, 2.110.000)=
N(44.600 , 6.550.008) 1= 44.600 reais ec=+v6.550.000 = 2.559,30 reais

a) P(X < 37.000) = P(z <2029 - p(7 <.2,97)= 0,5 - P(0 < Z < 2,97) = 0,5 -0,498 0,15%.

2.559,30
b)P(35.000 < X < 38.000) = F{—02 < 7 < 220 = P(-3,75 < Z < -2,58) =

=P(0 < Z < 3,75) — P(0 < Z <2,58)= 0,4999 — 0,49510,48%.
c) P(X > 42.000) = P(z $£20-4400) — p(7 > -1,02)= 0,5 + P(0 < z < 1,02)= 0,5 + 0, %= 84,61%.

2.559,30

Exercicios propostos :

9) Em uma empresa, a montagem de uma peca ¢ feitaasrethpas. Os tempos requeridos para essas
etapas sdo independentes e tém as seguintesulcgieb:

N1(75 seg ; 16,81 ség e N(129 seg : 106,09 s8g Qual é a probabilidade de montar a peca em
menos de 200 segundos?

10) Certo produto tem peso médio de 10 g e desvio patkd,5 g. Esse produto € embalado em caixas
de 120 unidades que pesam, em média 150 g e téno geslrdo de 8g. Qual é a probabilidade de que
uma caixa cheia pese mais do que 1.370 g?

11) Um avido de turismo de quatro lugares pode levaa garga util de 350 kg. Supondo que os
passageiros tenham peso de 70 kg, com distribuigénal de peso, e desvio padrdo de 20 kg, e que a
bagagem de cada passageiro pese em média 12 kglesmin padrdo de 5 kg e distribuicdo normal de
peso, calcule a probabilidade de

a) haver sobrecarga se o piloto ndo pesar os quassageiros e as respectivas bagagens;

b)que o piloto tenha que tirar pelo menos 50kgad®liina para evitar sobrecarga.

12) Em uma distribuicdo normal, 28% dos elementos sferres a 34 e 12% sé&o inferiores a 19.
Encontrar a média e a variancia da distribuicao.
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13) As variaveis X= N(10 ;9) , %= N(-2 ; 4) e %= N(b ; 25) sdo independentes. Determinar a
distribuicdo de Y = X+ X5 + X3..

14) Suponha que os diametros médios dos parafusosziiodyor uma fabrica seja de 0,25 polegadas e
o desvio padréao de 0,02 polegadas. Um parafusosidayado defeituoso se seu didmetro € maior do que
0,28 polegadas ou menor do que 0,20 polegadasniaca porcentagem de parafusos defeituosos.

15) Suponha que a duracéo de vida de dois equipam&iéok; , tenham respectivamente distribuicoes
N(45 ; 9) e N(40 ; 36). Se o equipamento tiver sgreusado por um periodo de 45 horas, qual deles de
ser preferido?

16) Certa maquina de empacotar determinado produteaderariacbes de peso com desvio padrédo de 20
g. Em quanto deve ser regulado o peso médio paraggnas 10% dos pacotes tenham menos que 400g?



